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　　摘　要 :　本文提出了一种快速远场近似 ( FAFFA)加速的混合物理光学2矩量法 ( PO2MM) ,利用 FAFFA加速计算

矩阵方程中的矩阵矢量积 ,明显提高了计算效率.对物体表面上的远场组之间的耦合作用推导出了一组简洁的计算公

式 ,并分析了计算复杂度.复杂金属组合体上线天线输入导纳、互导纳和方向性图的计算结果与文献结果一致.利用该

方法分析计算了一个舰船模型上线天线的电磁特性.数值结果表明了这种方法的正确性和工程应用中的有效性.
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Abstract :　The fast far field approximation (FAFFA) technique is employed in the hybrid physical optics2moment method (PO2
MM) to speed up the matrix2 vector product in the solution of matrix equation. New formulas accounting for the electromagnetic inter2
action among far2field groups have been derived. The computational complexity of the proposed technique is analyzed. The calculated

results of radiation pattern ,input admittance and mutual admittance of wire antennas on a complex platform are in good agreement with

those in literature. Numerical results of wire antennas mounted on a ship model are also presented ,which illustrate the accuracy and ef2
ficiency of the proposed technique.
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1　引言

　　复杂形状三维完纯导电 ( PEC)物体的辐射与散射问题可

以使用边界积分方程 (BIE)类方法通过矩量法[1 ]进行求解.传

统的矩量法因其所需的 O ( N2)的存储量和 O ( N2)～ O ( N3)

的时间复杂度 ( N为未知元的个数)而难以直接应用于电大尺

寸情况.对于这个问题 ,有两类缓解措施.其一是使用快速多

极子技术 (FMM) [2 ]或者多层快速多极子算法 (MLFMA) [3 ]来加

速所用迭代方法求解矩量方程时的矩阵向量积的计算 ,可以

使存储空间和时间需求同时缩减到 O ( N1. 5)或 O ( N log N)数

量级.然而这种技术同矩量法一样完全考虑了整个目标上任

意两部分之间的互耦 ,对于许多实际工程中的电大尺寸问题 ,

这样处理过于精确 ,导致计算机内存和计算量的浪费.其二是

使用高频近似方法与矩量法的混合技术 ,通常可以分成基于

射线的方法和基于电流的方法两类.前者包括矩量法和几何

光学法 ( GO)的混合或者和几何绕射理论 ( GTD)的混合[4 ]等.

这些高频混合方法求解速度很快 ,但对近场计算却不够精确.

基于电流的混合方法 ,例如 PO2MM ,则能保证 MM区和 PO区

之间的电流连续性 ,并且容易建模.相对于 MM、FMM和 MLF2
MA等精确方法 ,混合方法利用高频电磁波 (对应于电大尺寸

目标)的类光本地特性 ,通过忽略近似区内的互耦作用而大大

地减少了存储量和计算量.

1990年代后 , PO2MM 混合方法得到了广泛深入的研

究[5 ,6 ] .文献[7 ]对棱边边缘绕射作用使用 GTD方法改进 ,可

是对真实复杂目标上的任意形状的棱边、尖劈或拐角等结构 ,

往往难以编制通用的电磁计算代码. Glisson等[8 ]提出了一种

广义统一的混合电场积分方程/磁场积分方程 ( HEM)方法 ,指

出了 PO近似的物理本质和适用范围.传统的 PO2MM通常需
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要将MM区取得尽可能小以获得高的计算速度 ,然而 PO只对

电大尺寸的平坦或规则区域有效 ,当目标上存在前述 PO难

以处理的棱边、尖劈或其它不规则的细小结构时 ,为了避免绕

射理论在程序实现上的困难和对近场计算的不精确性 ,一般

将其归入MM区.随着MM区的增大 , PO2MM混合法的效率会

明显降低.

文献[9 ]指出 FMM技术中当两个分组之间的距离足够远

时 ,可以使用 FAFFA来加速求解矩阵向量积.本文在使用 PO2
MM时 ,考虑到许多真实目标上不规则或细小结构的分散分

布特性 ,它们之间的相互耦合以及MM区与 PO区之间的相互

耦合大部分属于远区耦合 ,因而可将 FAFFA技术运用到该混

合方法中 ,计算效率得到了明显的提高.

2　PO2MM基本原理

　　对于电大尺寸的 PEC物体 ,有电场积分方程和磁场积分

方程[5 ,8 ]

[ Le ( J ) ] t = Einc
t (1)

J ( r) = 2 n̂ ×Hinc ( r) + 2 n̂ ×L h ( J ) (2)

式中 , ( Einc , Hinc)表示外界入射场 , n̂ 为目标表面向外的单位

法向量 , t表示沿表面切向. J 为目标表面的感应电流. Le 和

Lh为线性算子 ,其定义如下 :

Le ( J ) = jωμ∫Γ�G ( r , r′) J ( r′) dS′ (3)

Lh ( J ) = P. V .∫Γ�GJ ( r′) ×ý′G( r , r′) dS′ (4)

其中 G( r , r′)和 �G ( r , r′)分别为自由空间标量格林函数和并

矢格林函数 , P. V .表示柯西主值积分.

将天线及其附近物体表面区域划为 MM区 ,其它区域划

为 PO区.在MM区使用电场积分方程 ,在 PO区使用磁场积分

方程 ,并将感应电流用基函数展开 ,则有

∑
N

MM

n =1

αnL
efn + ∑

N
PO

k =1

γkL
efk t

= - Einc
t , 　r∈ΓMM (5)

J PO ( r) = 2δrn̂ ×Hinc ( r) + 2∑
N

MM

n =1

αnδr , nn̂ ×L hfn , r∈ΓPO (6)

其中 , NMM和 NPO分别表示MM区和 PO区中基函数的个数 ,αn

和γk分别为 MM区和 PO区的电流展开系数 ,δr和δr , n为遮

蔽因子[5 ] .式 (6)右端的第一项代表由外界入射场激发的 PO

电流.

在MM区内 ,基函数 fn在载体表面可取 RWG函数[10 ] ,在

线天线或其它线状结构上取线电流的基函数 [1 ] ,而在线天线

与载体表面的连接处取特殊的连接处的基函数 [11 ] .物体表面

上平坦缓变的部分划入 PO区 ,表面电流使用 RWG基函数展

开.显然式 (6)中已经略去了 PO区内部基函数间的耦合作用.

利用文献[5 ]提供的技术可方便地确定 PO区的电流展开

系数.引入一对单位矢量 t̂ ±k ,它们位于每个基函数公共边 lk

中点 rk =
1
2

( ak ,1 + ak ,2)处 ,并分别处在组成这个基函数的两

个三角形 T±k 内并垂直于公共边 ,如图 1所示.利用 RWG基

函数的性质 ,可得

图 1　基函数上的辅助矢量

γk =
1
2

( t̂ +
k + t̂ -

k )·J PO ( rk) , 　k = 1 , ⋯, NPO (7)

将式 (7)代入式 (6) ,有γk =τk + ∑
N

MM

n =1

τk , nαk ,其中τk =δk ( t̂ +
k +

t̂ -
k ) ·̂n ×Hinc ,τk , n =δk , n ( t̂ +

k + t -
k ) ·̂n ×L h ( fn) ,δk 和δk , n仅

仅将δr和δr , n从坐标 r 具体落实到函数 fk 所在位置上.因此

式 (5)可以写成

∑
N

MM

n =1

n̂ ×αn Lefn + ∑
N

PO

k =1

τk , nL
efk = - n̂ × Einc + ∑

N
PO

k =1

τkL
efk (8)

使用矩量法中的 Galerkin法 ,可得到如下线性方程组

　　( ZMM ,MM
e + ZMM ,PO

e τk , nτk , n)αn = Ve - ZMM ,PO
e τk (9)

其中　ZMM ,MM
e ( m , n) =〈fm , Le ( fn)〉 (10)

ZMM ,PO
e ( m , k) =〈fm , Le ( fk)〉 (11)

Ve ( m , n) =〈fm , Einc〉 (12)

而 m , n = 1 , ⋯, NMM , k = 1 , ⋯, NPO.

对于载体上天线的辐射问题 ,由于无外加入射磁场 ,τk =

0 ,故方程 (9)右端第二项为零. MM区很小时 ,该方程可直接

求解.考察该方程 ,左端第二项 ZMM ,PO
e τk , nαn 为计算量最密集

的部分.如果使用迭代方法 ,考虑到迭代次数 Nite通常满足

Nite ν NMM ν NPO ,连续使用两次矩阵向量积来计算方程中矩

阵×矩阵×向量部分 ,每次迭代的运算量为 2 NMM2 NPO ,则整

个求解过程中该部分的计算量为 2 NMM2 NPO Nite .如果先计算

ZMM ,PO
e τk , n ,其计算量则为 ( NMM) 2 NPO .可见无论采用迭代求解

或是直接求解 ,效率都将不如上述连续使用两次矩阵向量积

的运算顺序 ,除非 NMM与 Nite差不多大或者更小.从以上分析

中可以看出 , PO2MM混合方法的效率会随 MM区的增大而降

低.

考察矩阵 ZMM ,PO
e 和τk , n ,由于电大尺寸物体表面 PO区中

大部分基函数所在面元都远离 MM区 ,可知 MM区的基函数

和 PO区基函数之间的互耦大量地属于远距离的耦合 ,这就

可以使用 FAFFA技术进行加速矩阵向量积的求解.另外 ,由

于实际问题中载体上的细小结构、棱边或拐角等结构通常是

分散分布的 ,所以 ,将这些地方的基函数划入 MM区后 ,它们

之间的互耦也有许多属于远距离耦合 ,从而同样可以使用

FAFFA技术加速矩阵向量积的运算.

3　FAFFA加速

　　与 FMM加速原理类似 ,在 FAFFA技术中 ,根据基函数在

物体表面所处的位置 ,将它们分成若干个组.设 Oa和 Ob分别

为组 a和组 b的中心点 , Rab是它们之间的距离.对于每个组
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a ,所有其余的组可分成两类 :中心点与 Oa 的距离小于 2 D2/

λ的为近场组 ,其余的为远场组 ,其中 D为分组尺度.方程组

(9)中描述近场组之间耦合 (包括自耦)的矩阵元素可采用常

规的方法直接求出 ,它们可表示为

　 Ze ( m , n) = - jωμ∫ΔS
m

fm ( x) dS∫ΔS
n

�G·fn ( y) dS′ (13)

　τk , n =δk , n ( t̂ +
k + t̂ -

k ) ·n̂ ×P. V .∫ΔS
n

fn ( y) ×ý′GdS′

(14)

并用直接的乘法求出矩阵向量积.

对于远场组之间的互耦 ,则采用 FAFFA技术间接求出矩

阵向量积.设基函数 fm ( x)和基函数 fn ( y)在远场组 a 和 b

中 ,令

R = x - y = x - Oa - Ob + Ob - y　　　

≈ ( x - Oa) ·̂Rab + Rab + ( Ob - y) ·̂Rab (15)

式中 Rab = Oa - Ob , Rab = | Rab | , R̂ab = Rab/ Rab . 又令 Gab =

e - jk
0

R
ab/ 4πRab ,则

ý G( x , y)≈ - ( jk0 + 1/ Rab) Gabe
- jk

0
( x - O

a
) R̂

ab
- jk

0
( O

b
- y) R̂

abR̂ab

(16)

ý′ý G( x , y)≈ k2
0e - jk

0
( x - O

a
) R̂

abGabe
- jk

0
( O

b
- y) R̂

abR̂abR̂ab (17)

上述推导过程中考虑到 Rab很大 ,仅保留了 1/ Rab项.将式 (16)

和式 (17)代入式 (13) ,得

Ze ( m , n) = Re
O

a
, mGab Fe

O
b

, n (18)

其中　Fe
O

b
, n =∫ΔS

n

[ fn - ( fn·R̂ab) R̂ab ]e - jk
0

( O
b

- y) R̂
abdS′ (19)

　　　Re
O

a
, m =∫ΔS

m

fm ·e - jk
0

( x - O
a
) R̂

abdS (20)

由于矢量 fn - ( fn·̂Rab) R̂ab不含 R̂ab方向的分量 ,因此可将

Re
O

a
, m写成

Re
O

a
, m =∫ΔS

m

[ fm - ( fm ·R̂ba) R̂ba ]e - jk
0

( O
a

- x) R̂
badS (21)

并不影响 Ze ( m , n)的计算结果. 上式中 R̂ba = - R̂ab . 显然

Re
O

b
, n和 Re

O
a

, m在形式上完全对称 ,无论计算或存储只需其中

之一即可.同时 , Re
O

b
, n和 Re

O
a

, m这种表达方式也有助于简化

MM区与 PO区远场组之间互耦的计算.

将 ý G的远场近似式 (16)代入方程 (14)得

τi , n = e - jk0
( x - O

a
) R̂

ba ( t̂ +
i + t̂ -

i ) ·n̂ ×( - jk0 Gab) R̂ab　　

×∫ΔS
n

fn ( y) e - jk
0

( O
b

- y) R̂
abdS′ (22)

由于 ( t̂ +
i + t̂ -

i ) ·̂n ×( R̂ab×fn ( y) ) = [ ( ( t̂ +
i + t̂ -

i ) ×n̂ ) ×R̂ab ]

·fn ( y) = [ ( ( t̂ +
i + t̂ -

i ) ×n̂ ) ×R̂ab ]·[ fn - ( fn1 R̂ab) R̂ab ] ,设

( a1 , i - a2 , i)方向的单位矢量为 l̂ i ,则 t̂ +
i ×n̂ = l̂ i ,于是可将矩

阵元素τi , n表示为

τi , n =δi , nWO
a

, iGab Fe
O

b
, n (23)

其中 WO
a

, i = 2 jk0 l̂ i ×R̂ba·e - jk
0

( O
a

- x) R̂
ab .

对于不满足远场条件的近场组基函数间的遮蔽因子 ,按

通常的 PO2MM方法中所采用的方式计算.对于满足远场条件

的远场组 a和组 b间的基函数 ,源组 b对目标组 a的入射波

方向可近似为 R̂ab ,组 a中只有处在组 b的直射范围内的部分

基函数的电流展开系数才需要计算 ,其余的保持为 0.

4　计算复杂度估计

　　以二维分组情况为例 ,设整个目标用多个半径为 D的圆

覆盖 ,圆的内接正方形为分组 ,则组的面积为 2 D2 .设每λ2 含

n0个基函数 (未知元) ,则每个组中未知元为 M = 2 D2 n0/λ2 =

N/ G,其中 N = NMM + NPO为总的未知元个数 , G = GMM + GPO

为总的分组数 , GMM为 MM区的分组数 , GPO为 PO区的分组

数.对于每个组 ,距该组中心 2 D2/λ范围内的近场组的个数

约为

π(2 D2/λ) 2

2 D2 =π2 D2

λ2 =
π
n0

M =
def

B (24)

对于每一对近场组 ,从一个组辐射到另一组的耦合的计算需

要 M2次运算 ;对于每一对远场组 ,需要 2 M次运算.则求解矩

阵方程中每次迭代计算各区之间互耦导致的矩阵向量积的运

算量如下 :

MM区 - MM区 (近场) : c1 G2
MM M2

MM区 - PO区 (近场) : c12 ( GMM B - G2
MM) M2

MM区 - PO区 (远场) : c22[ GPO GMM - ( GMM B - G2
MM) 2 M

其中 c1 , c2为常系数 ,MM区与 PO区耦合的系数 2是因为运

算涉及 ZMM ,PO
e 和τkj两个矩阵.

将三部分时间累加 ,得总时间

　T = 2 c1
π
n0

GMM M3 + GMM c1 - 2 c1 GMM - 4 c2
π
n0

M2

+ 4 c2 GMM N (25)

令5 T/ 5 M = 0得 M≈ ( GMM - 0. 5) n0/π,此时 T有最小值约为

　Tmin = 2 c1 GMM ( GMM - 0. 5) 3 n2
0

π2 - 2 c1 G2
MM ( GMM - 0. 5) 2 n0

π

+ 4 c2 GMM N≈0. 5 c1 G4
MM n2

0 (26)

由此可见 ,FAFFA加速的 PO2MM主要通过加速 MM区和

PO区间远场组的耦合计算来提高运算速度.与 FMM相类似 ,

FAFFA也有类似聚集 ,转移和扩散的过程 ,只是 FAFFA仅在

远离的组间完成聚集和扩散运算 ,且只需计算一个方向上的

值. FAFFA不如 FMM精确 ,是否可以用 FMM来完成加速呢 ?

由于在 PO2MM方法中 ,MM区和 PO区的每个基函数都发生

相互耦合 ,如果两个区之间的耦合作用所导致的矩阵2向量积
使用 FMM处理 ,则需要在每个组内进行聚集和扩散运算.根

据 FMM 的原理 ,每次迭代聚集和扩散过程的运算量为

O ( N3/ 2) ,其中 N = NMM + NPO ,这部分运算与使用单一矩量法

来解决整个问题时用 FMM技术加速所需要的时间是完全一

样的.而使用 PO2MM方法每次迭代的计算量为 2 NMM NPO +

( NMM) 2 .可见 ,当 NPO很大时 ,仅聚集和扩散过程所需时间与

通常的 PO2MM相比已经没有任何优势了.所以使用 FMM处

理MM区和 PO区之间的耦合通常难以达到加速的目的.但

是 ,当目标MM区中未知元足够多 ,比如 NMM > 1000 ,在 MM

区内部实施 FMM是有价值的 [2 ] ,因为MM区内部的耦合是需

要完全计算的 ,这从方程 (9)中可以看出.
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　　图 2　金属组合体结构　　　　　　图 3　两个单极天线同相激励

时的方向性图

5　数值结果

　　为了验证上述 FAFFA加速的 PO2MM的准确性 ,以图 2所

示金属组合体结构为例分析位于底板上的两个单极天线的辐

射特性. 图中 a = 5m , b = 10m , c = 1215m , d = 61125m , e =

31125m.单极天线长度为λ/ 4 (频率为 90MHz) .将该结构剖分

成 5314个三角形面元 ,每根天线分 5段. MM区为天线及其附

近 范围内的区域.图 3给出了工作在 90MHz时两个天线同相

激励情况下分别采用 FAFFA加速的 PO2MM法和常规的 PO2
MM方法计算所得的方向图 ,两者吻合得很好.另外 ,应用本

文方法还计算了单极天线的输入导纳和互导纳的频响曲线 ,

与文献[12 ]中给出的计算结果一致.

图 4是一个完纯导体舰船的缩比模型 ,其长度为 219m ,

最宽处为 0141m ,桅杆最高处为 01633m ,三根线天线位置如图

所示.采用本文方法分析该舰船模型上天线的特性.

图 4　一个舰船缩比模型

　　先考虑三根天线长度均为 014m ,天线 1工作在 100MHz～

740MHz范围内的输入导纳及其与天线 2之间的互导纳.模型

网格剖分尺度为 0103m ,舰体表面共分成 7162个三角形面元 ,

每根天线分成 14 段. MM区共 2594 个未知元 , PO 区为

8013个未知元.图 5 给出了分别采用 FAFFA加速的 PO2
MM方法和常规的 PO2MM方法计算所得输入导纳的频响

曲线.图 6给出了天线 1、2之间的互导纳的计算结果.可

见 ,FAFFA加速的 PO2MM与传统 PO2MM计算结果完全一

致.

当天线 2、3的长度改为 0106m ,工作频率为 1125GHz

时 ,计算所得天线 2在方位面内的方向性图如图 7所示.

可见本文方法与传统 PO2MM计算结果一致性很好.计算

中MM区共 1573个未知元 ,PO区 11147个未知元 ,FAFFA

加速的 PO2MM单次迭代为 2秒 ,PO2MM为 5秒 ,迭代精度

为 1e24时 ,前者共用 4分 31秒 ,迭代 133次 ;后者共用 8分 58

秒 ,迭代 113次.可见使用 FAFFA加速的 PO2MM对计算能起

到明显的加速作用 ,有效提高了计算效率.

　图 5　天线 1输入导纳频响曲线　　　　　图 6　天线 1～2互导纳频响曲线　　　　　　图 7　天线 2方位面内方向性图

6　结论

　　本文将 FAFFA技术和传统的 PO2MM方法相结合 ,可有效

缓解原方法在处理电大尺寸的复杂金属载体上天线辐射问题

时由于MM区的增大而带来的计算效率降低的问题.文中针

对远场组之间的耦合推导了一组简洁的计算公式并对其计算

复杂度做了分析 ,同时指出了快速多极子方法通常无助于加

速计算MM区和 PO区间耦合引起的矩阵向量积的原因.数值

计算的结果表明了本文算法的可靠性和有效性.尽管文中给

出的算例是天线的辐射问题 ,但所提出的加速算法同样可直

接应用于三维复杂目标的电磁散射特性的分析计算.利用该

技术 ,可将 PO2MM方法拓展到更高的频率和更复杂的目标的

电磁特性分析上 ,从而有助于在实际工程中快速准确地模拟

大型复杂目标的电磁特性.
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